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Résumé
Les Ordered weighted averaging (OWA), aussi connues

sous le nom Generalised Gini Index, sont régulièrement utili-
sées pour obtenir des décisions équitables. Cependant, bien
qu’elles assurent un certain niveau d’équité dans leurs ré-
sultats, deux questions subsistent, pourquoi recommandent-
elles une alternative donnée et à quel point cette décision
est-elle robuste. Nous apportons des outils pratiques et théo-
risés pour répondre à ces questions, à l’aide d’un moteur
d’explications pour les OWA robustes qui consiste en une
chaîne transitive d’arguments normalisés et considérés évi-
dents, eux-même basés sur les propriétés normatives du mo-
dèle. À travers une étude théorique du moteur, nous montrons
qu’il est correct (sound) et complet par rapport au modèle, et
donnons une borne théorique sur la longueur des explications
ainsi qu’un algorithme efficace (bien que minimiser la lon-
gueur soit NP-difficile). Nous fournissons aussi des éléments
montrant que le moteur fonctionne bien sur des données syn-
thétiques. Ainsi, nous garantissons qu’une explication peut
toujours être trouvée, et que le raisonnement produit par le
moteur explicatif est valide. De plus, ces explications per-
mettent de questionner les fondements du modèle, donc de
permettre sa validation et d’établir sa redevabilité, qui sont
des composants clés d’une IA de confiance.

Abstract
Ordered weighted averaging (OWA) functions, a.k.a.

Generalised Gini Index, are routinely used to obtain fair so-
lutions. However, while they ensure some level of fairness in
the result, two remaining questions are why they recommend
a given alternative, and how robust is this recommendation.
We bring practical and theoretically grounded solutions to
these questions, by providing an explanation engine for ro-
bust OWA that consists in a normative transitive chain of
self-evident arguments, themselves based on the normative
properties of the model. We provide a thorough theoretical
study of the engine, showing that it is sound and complete
with respect to the model, with a theoretical upper bound
on the length of the explanation and a tractable algorithm

(even though minimizing the length is NP-hard). We also
provide experimental evidence that the engine performs well
on synthetic data. Thus, we guarantee that an explanation
can always be found, and that reasoning according to the pro-
vided scheme always produces a valid statement. Moreover,
the explanations allow to probe the normative requirements
of the model, so as to allow validation, accountability and
recourse, that are key components of trustworthy AI.

1 Introduction

Équité, Robustesse et Explicabilité sont trois piliers
de l’IA de confiance. Les Ordered Weighted Averaging
(OWA) [39], aussi connues sous le nom generalized Gini
indices [38], sont communément utilisées pour assurer le
pilier de l’équité dans différents contextes, par exemple en
économie et en choix social computationnel [2], en opti-
misation multi-objectifs [8], ou en apprentissage de préfé-
rences [17] pour n’en citer que quelques uns. Cependant,
nous ne connaissons pas de travaux cherchant à expliquer
les OWA équitables robustes, les OWA à poids décroissants
définis à partir d’informations partielles. Cela contraste
avec d’autres modèles de complexité similaire comme les
sommes pondérées robustes, pour lesquelles des moteurs
explicatifs corrects (sound), complets et efficaces existent.

Nous répondons à ces problèmes, tout d’abord en carac-
térisant les OWA robustes avec des propriétés normatives,
puis en utilisant cette caractérisation pour définir un moteur
explicatif dont les explications peut être prouvées correctes,
complètes et calculables efficacement. Nous avons plusieurs
raisons d’adopter ce point de vue normatif et logique :

— il permet un raisonnement réfutable, de construire un
système certifié et redevable, aux tiers préjudiciés de
contester une décision sur une base formelle ;

— les OWA ne sont pas compatibles avec les outils ex-
plicatifs comme les Shapley values [28] (à cause de



leur symétrie) ou basées sur les gradients [34] (car
elles sont hautement non linéaires) ;

— les explications produites reposent uniquement sur
l’information donnée et sur les propriétés norma-
tives, sans hypothèse supplémentaire ni divulgation
des paramètres du modèle. Ainsi le processus sera
plus résilient aux brèches de données personnelles
ou à la manipulation, et minimise le biais inductif.

Concrètement, nous souhaitons expliquer des prédictions
du type “x est moins désirable que y”, où x, y sont des
alternatives, ou des états du monde, et où notre fonction
de décision doit satisfaire un nombre de propriétés norma-
tives désirables, en plus des préférences données. De plus,
nous basons nos conclusions et explications sur les déduc-
tions valides pour chaque modèle possible, consistant avec
l’information observée. Une telle inférence sceptique est
communément utilisée en logique [18] ou dans la décision
multi-objectifs [1] et dans l’incertain [35, 29], assurant ro-
bustesse dans le sens fort du terme.

Notre proposition commencera avec les propriétés nor-
matives les plus fondamentales, puis nous allons progressi-
vement augmenter leur complexité jusqu’à définir les OWA
robustes (qui, à leur limite, incluent les OWA précis). Pen-
dant ces étapes, nos résultats vont montrer pourquoi expli-
quer les OWA équitables robustes a reçu peu voir aucune
attention : le problème est loin d’être trivial, du point de
vue théorique ou algorithmique, et n’est pas une simple
adaptation de résultats existants, comme ceux de la somme
pondérée. Notre point de départ est le problème de la com-
paraison d’alternatives, décrites par un nombre de points de
vue exprimés sur une échelle commensurable à l’aide d’une
structure de préférences qui vérifie des propriétés fortes de
la théorie de la décision (transitivité, symétrie, redistributi-
vité et monotonie) qui sont normativement désirables pour
le procédé de décision étudié. De telles structures de pré-
férences sont fortement liées à la notion de dominance de
Lorenz généralisée, introduite il y a longtemps dans le do-
maine de l’économie du bien-être [36].

Dans la section 4, nous nous intéressons aux OWA équi-
tables robustes (c.-à-d. avec des poids décroissants), qui
raffinent les préférences de la dominance de Lorenz géné-
ralisée, résolvant le problème qu’a cette dernière à réguliè-
rement ne pas pouvoir comparer les alternatives, c.-à-d. être
trop indécisive. Pour ce faire, nous considérons qu’en plus
de devoir satisfaire les propriétés théoriques précédemment
mentionnées, un utilisateur a émis des préférences, sous
forme de paire comparative obtenues par exemple avec de
l’apprentissage actif [7], mais qui ne permettent d’identifier
qu’un sous-ensemble de modèles possibles.

Nos principales contributions sont les suivantes :
— A partir de la littérature sur les explications de la do-

minance de Lorenz, nous montrons que trouver l’ex-
plication optimale (la plus courte) sous forme d’un
ensemble successif de transferts est un problème NP-

difficile et nous donnons une heuristique ayant de
meilleures performances empiriques que les précé-
dentes.

— Nous proposons, ce qui a notre connaissance est, une
nouvelle axiomatique pour des ensembles convexes
d’OWA (que nous nommons OWA équitables ro-
bustes), qui inclue la dominance de Lorenz et l’index
de Gini généralisé dans un cadre unique. De plus,
ces axiomes étant plutôt naturels nous permettent de
définir des méchanismes explicatifs. Cela contraste
avec les axiomatiques qui ont besoin d’axiomes tech-
niques comme la continuité qui sont difficiles à uti-
liser dans une explication. Nous montrons aussi que
nos explications sont logiquement correctes et com-
plètes, c.-à-d. que toutes les préférences peuvent être
expliquées et que toutes les préférences expliquées
sont vraies. Nous proposons aussi des heuristiques
pour fournir rapidement des explications.

2 Préliminaires

Nous étudions les préférences entre alternatives, décrite
par plusieurs attributs mesurés sur une échelle commune :
nous noterons [𝑛] = {1, . . . , 𝑛} l’ensemble des attributs et
par X cette échelle commune, étant un intervalle non tri-
vial des réels. Les alternatives x ∈ X𝑛 sont décrites par une
minuscule. [𝑛] peut représenter des points de vues dans dif-
férents contextes, comme la décision multi-critère ou multi-
agent, et les alternatives sont des choix possibles décrits par
ces points de vues, par exemple la distribution de richesse
dans un groupe d’agents. Nous noterons (e1, . . . , e𝑛) pour
la base canonique de R𝑛 et X̂𝑛 le sous-ensemble de X𝑛 des
𝑛-uplets triés par ordre croissant.

Les préférences sont représentées par une relation bi-
naire R sur X𝑛. Étant donné deux alternatives x, y de X𝑛,
la paire comparative (x, y) ∈ R (ou x R y) dénote que
l’alternative x est au plus aussi désirable que l’alterna-
tive y. Par conséquence, il existe quatre possibilités quand
nous comparons x à y : (i) y est strictement préféré à x si
(x, y) ∈ R et (y, x) ∉ R ; (ii) x est strictement préféré à
y si (x, y) ∉ R et (y, x) ∈ R ; (iii) x, y sont indifférents
quand (x, y) ∈ R et (y, x) ∈ R 1 ; (iv) x, y sont incom-
parables quand (x, y), (y, x) ∉ R. Quelques ensembles de
préférences nous intéressent tout particulièrement :

Définition 1 (réarrangement S). Soit S l’ensemble de
paires comparatives (x, y) t.q. y est une permutation de
x. S est une relation d’équivalence et chaque alternative
x ∈ X𝑛 a un unique équivalent x̂ par S dans l’ensemble X̂𝑛.

Définition 2 (transferts T ). Soient 𝑡 ∈ R, 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛] et
la paire comparative (x̂, ŷ), où les deux alternatives sont
triées dans l’ordre croissant, et où ŷ est la situation où, en

1. Pour ce faire, R est évidemment reflexive, c.-à-d. (x, x) ∈ R. Nous
faisons cette hypothèse tout au long de l’article.



commençant par x̂, la quantité 𝑡 est prise de l’agent 𝑗 et
donnée à l’agent 𝑖, c.-à-d. ŷ = x̂ + 𝑡e𝑖 − 𝑡e 𝑗 , noté 𝜏𝑡

𝑗→𝑖 .
Quand 𝑡 > 0 et 𝑖 < 𝑗 , ce transfert est dit redistributif 2,
et notons T l’ensemble de tous les transferts redistributifs,
c.-à-d. T :=

⋃
𝑡>0

⋃
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛 𝜏

𝑡
𝑗→𝑖 .

Définition 3 (dons G). Soit G := {(x, y) : ∀𝑖 ∈ [𝑛] x𝑖 ≤
y𝑖}, l’ensemble des paires comparatives où les préférences
des agents de [𝑛] sont unanimes 3

Nous donnons un exemple général, où une autorité cen-
trale doit redistribuer des revenus d’investissements, per-
mettant d’illustrer le problème considéré, les notions impli-
quées et d’appliquer notre solution. Nous invitons le lecteur
à revenir vers lui au cours de sa lecture.

Exemple 1 (Exemple illustratif).

Inv. Alice Bob Charlie David Emma
a 31 83 70 16 51
b 28 98 25 2 84
c 22 23 76 82 34
d 96 6 18 17 88

Nous commençons par affirmer que les alternatives
doivent être anonymisées et triées par ordre croissant de
satisfaction.

Inv. #1 #2 #3 #4 #5
â 16 31 51 70 83
b̂ 2 25 28 84 98
ĉ 22 23 34 76 82
d̂ 6 17 18 88 96

Supposons que l’autorité centrale a déjà statué sur le fait
que b est au plus aussi désirable que d et qu’elle utilise un
OWA précis 4 Owa{𝝎∗ } avec 𝝎∗ = (.70, .10, .10, .05, .05).
Comment peut-on expliquer pourquoi c est préféré à a tout
en gardant 𝝎∗ secret? 5

Pour prouver cette préférence, nous construisons
une chaîne d’alternatives (a, â, x1, x2, ĉ, c), avec x1 :=
(16 35 47 70 83) et x2 := (22 23 32 76 80). x1 doit
être considéré meilleur que â, car il est obtenu en trans-
férant 4 unités du troisième agent le moins satisfait vers
le second agent le moins satisfait. La situation x2 doit
être considérée meilleure que x1, vu que le changement

2. À interpréter : “prendre une quantité 𝑡 > 0 de l’agent 𝑗 et la donner
à l’agent plus pauvre 𝑖” (en conservant l’ordre social). De tels transferts
sont aussi appelés transferts de Pigou-Dalton ou de Robin des Bois.

3. Il s’agit simplement de la dominance de Pareto de y sur x, où
y𝑖 = x𝑖 + 𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 > 0 étant le don fait à l’agent 𝑖

4. La définition de sa représentation numérique est rappelée au début
de la section 4.1.

5. Nous pouvons voir que calculer l’importance individuelle des
agents, par exemple de Bob avec la dérivée partielle 𝜕BobOwa{𝝎∗} (a) =
.70, attribue une haute importance à Bob ce qui est trompeur, tandis que
les valeurs de Shapley des joueurs Alice, Bob, Charlie, David et Emma
sont égales.

(+6,−12,−15, +6,−3) de x1 vers x2 doit être considéré po-
sitif, comme ce dernier correspond ceteris paribus à une
fois et demie le changement de b̂ vers d̂. Enfin, ĉ doit être
considéré meilleur que x2, car chaque agent est au moins
aussi satisfait. Ainsi, la transitivité des préférences permet
de dire que c est préféré par rapport à a. Techniquement, les
préférences (a, â) et (̂c, c) sont des réarrangements, (â, x1)
est un transfert redistributif et (x2, ĉ) est un don.

3 Expliquer la dominance de Lorenz

Notre but est de caractériser nos inférences sceptiques et
moteurs explicatifs pour des règles de décision équitables,
à commencer par la dominance de Lorenz restreinte puis sa
version généralisée, définies par :

Définition 4 (Dominances de Lorenz L et L∗). La domi-
nance de Lorenz généralisée est la relation binaire L définie
sur X𝑛 telle que (x, y) ∈ L ssi∀𝑖 ∈ [𝑛],∑𝑖𝑘=1 x̂𝑘 ≤

∑𝑖
𝑘=1 ŷ𝑘 .

La dominance de Lorenz restreinte est le sous-ensemble L∗

de L où x, y ont le même revenu total, c.-à-d.
∑
𝑘∈[𝑛] x𝑘 =∑

𝑘∈[𝑛] y𝑘 .

3.1 Sémantique des préférences sceptiques

Dans cet article, nous nous intéressons aux relations de
préférences qui vérifient un certain nombre de propriétés
issues de la théorie de la décision.

Propriété (t). R est transitive quand, pour tous x, y, z ∈ X𝑛,
si (x, y) ∈ R et (y, z) ∈ R, alors (x, z) ∈ R.

Propriété (s). R est symétrique quand elle inclut (ou raf-
fine) S, c.-à-d. R ⊇ S contient tous les réarrangements.

Propriété (r). R est redistributive quand elle inclut T , c.-
à-d. R ⊇ T contient tous les transferts redistributif.

Notons𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) l’ensemble de toutes les relations binaires
réflexives sur X𝑛 vérifiant simultanément ces trois proprié-
tés. En assumant que cet ensemble est non vide (montré
dans la prochaine section), soit P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) la relation de préfé-
rence définie comme l’intersection de toutes les relations de
𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) . Comme les trois propriétés sont stables par inter-
section 6, P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) appartient à 𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) et est son plus petit
élément du point de vue de l’inclusion. Par conséquent, du
point de vue sémantique, 𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) peut être vu comme l’en-
semble des mondes possibles et P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) comme l’ensemble
des décisions qui peuvent être inférées sceptiquement, c.-à-
d. qui se produisent dans tous les mondes possibles.𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 )
peut aussi être vu comme un jury, où les jurés sont toutes les
relations de préférences qui respectent les propriétés nor-
matives, et P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) est l’ensemble des décisions unanimes
en leur sein. Ces décisions prudentes sont nécessaires du

6. dans le sens où si R1 et R2 satisfont simultanément cette propriété,
alors R1 ∩ R2 aussi.



point de vue des propriétés normatives et ne sont donc pas
arbitraires ou contingentes. En se concentrant sur ces déci-
sions, nous offrons de la robustesse à l’utilisateur, et nous
espérons les accompagner de preuves et d’explications ba-
sées sur ces propriétés normatives.

3.2 Une représentation numérique de L∗

Il est facile de vérifier que L et L∗, définies dans Def. 4,
satisfont les propriétés (t), (s) et (r). 𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) est donc non
vide, et, comme nous le verrons, L∗ est son plus petit élé-
ment, soit P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) = L∗. C’est un résultat fort, permettant
de dire qu’une paire comparative (x, y) est obtenue par
toutes les relations de préférences vérifiant (t), (s) et (r)
simplement en triant x et y et en calculant leur sommes
cumulatives et comparant (au plus) 𝑛 paires d’éléments.

3.3 Un calcul correct et complet des préférences

Nous nous intéressons à créer un système déductif formel
qui reflète ces propriétés normatives, et qui infère des paires
comparatives à partir d’autres.

Inférence. Nous associons la propriété (t) à la règle

Règle T :
(a, b), (b, c)

(transitivité)
(a, c)

Vérités premières 7. Pour refléter les propriétés (s) et (r),
nous considérons les réarrangements S et les transferts re-
distributifs T comme des vérités premières.

Soit 𝑐𝑙𝑇 (S ∪T ) la clôture déductive 8 de l’ensemble des
vérités premièresS∪T par l’opérateur T, c.-à-d. l’ensemble
de toutes les paires comparatives qui peuvent être prouvées
à partir de prémisses dans S ou dans T en enchaînant les
déductions à partir de la règle T. La correction (sound-
ness) du système formel par rapport à la sémantique, c.-à-d.
𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ) ⊆ P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) , signifiant que toute décision qui
peut être prouvée peut aussi être sceptiquement inférée, est
obtenue immédiatement par la construction des règles et vé-
rités premières qui reflètent les propriétés des préférences.
La complétude, c.-à-d. P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) ⊆ 𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ), signifiant
que toute paire qui ne peut être réfutée empiriquement peut
être prouvée, provient du fait que 𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ) satisfait (t)
car elle est fermée sous T, et évidemment (s) et (r).

3.4 Explications schématiques

Bien que le résultat de complétude soit satisfaisant, les
preuves résultantes seront toujours sous forme d’arbres, qui
ne seront sûrement pas assez concis ou simples pour être
cognitivement acceptées par des agents. Nous proposons

7. Aussi appelées axiomes, mais nous évitons cette dénomination qui
change de sens selon l’utilisation en logique ou en théorie de la décision.

8. C’est aussi la clôture transitive vu que le seul opérateur est la tran-
sitivité, ce qui est contingent aux propriétés de la dominance de Lorenz.

donc des explications sous forme d’une chaîne transitive
d’arguments formant une séquence "d’actes de langage".

Définition 5 (Moteur ATX). Soit R une relation binaire
sur X̂𝑛. Une explication anonyme et transitive basée sur
les vérités dans R de longueur ℓ (R-ATXℓ) est une paire
(𝑠, 𝑐) où le support 𝑠 est un ℓ-uplet de paires comparatives
𝑠 = ((x1, y1), . . . , (xℓ , yℓ)) ∈ Rℓ et l’affirmation 𝑐 est une
paire comparative 𝑐 = (x, y) vérifiant x1 = x̂, yℓ = ŷ et,
pour tout entier 𝑘 entre 2 et ℓ, x𝑘 = y𝑘−1.

Soit ℓ ∈ N∗ et soit E(T -ATXℓ) l’ensemble de toutes
les décisions explicables, c.-à-d. des affirmations associées
à une chaîne de vérités premières de T par une ATX de
taille ℓ. Cet ensemble est inclus dans 𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ), car une
ATX justifiant la conclusion (x, y) peut être vue comme une
chaîne transitive entre x et y, où la première (c.-à-d. (x, x̂)) et
la dernière (c.-à-d. (ŷ, y)) paire comparative appartiennent
à S, et toutes les autres à T : les T -ATX sont correctes par
rapport à 𝑐𝑙𝑇 (S ∪T ). Sont-elles complètes? En effet, elles
sont même complètes par rapport à L∗, d’après ce résultat
bien connu des années 1930.

Lemme 1 (Hardy et al. 1929). L∗ ⊆ ⋃𝑛
ℓ=1 E(T -ATXℓ)

Nous rappelons rapidement la preuve constructive, étant
donné qu’elle forme un algorithme que nous améliorerons.

Ébauche de preuve. Initialiser x0 := x̂ ; A l’étape 𝑘

trouver 𝑖∗, 𝑗∗, 𝑡∗ t.q. 𝑗∗ = arg min 𝑗 x𝑘−1
𝑗

> ŷ 𝑗 , 𝑖∗ =

arg max𝑖:𝑖< 𝑗 x𝑘−1
𝑖

< ŷ𝑖 et 𝑡∗ = min(ŷ𝑖∗ − x𝑘−1
𝑖∗ , x𝑘−1

𝑗∗ − ŷ 𝑗∗ )
définir x𝑘 t.q. (x𝑘−1, x𝑘) ∈ 𝜏𝑡

∗
𝑗∗→𝑖∗ . Le nombre d’agents

𝑖 ∈ [𝑛] t.q. x𝑘
𝑖
≠ ŷ𝑖 décroît strictement avec 𝑘 , d’où la ter-

minaison de l’algorithme qui délivre une T -ATX de taille
au plus 𝑛 pour (x, y). □

Comme les T -ATX sont correctes et complètes, nous
obtenons le résultat suivant

Théorème 1 (Explicabilité de la dominance de Lorenz res-
treinte).⋃𝑛

ℓ=1 E(T -ATXℓ) = 𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ) = P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) = L∗

Exemple 2. Considérons les alternatives ĉ et b̂ de l’exemple
1. Calculer leur sommes cumulées montre que (b, c) ∈ L∗.
La plus petite explication supportant (b, c) est de longueur
4 :

b̂ 𝜏18
4→1 (20 25 28 66 98) 𝜏10

5→4 (20 25 28 76 88)

𝜏2
2→1 (22 23 28 76 88) 𝜏6

5→3 ĉ



D∗
𝑘
=

{
𝑗 ∈ [𝑛] | x𝑘−1

𝑗 ≥ ŷ 𝑗 et x𝑘−1
𝑗 − x𝑘−1

𝑗−1 ≥ x𝑘−1
𝑗 − ŷ 𝑗

}
,

R∗
𝑘
=

{
𝑖 ∈ [𝑛] | x𝑘−1

𝑖 ≤ ŷ𝑖 et x𝑘−1
𝑖+1 − x𝑘−1

𝑖 ≥ ŷ𝑖 − x𝑘−1
𝑖

}
,

𝑡∗
𝑘
= 𝑡 (𝑖∗

𝑘
, 𝑗∗
𝑘
) = max

𝑖∈R∗
𝑘
, 𝑗∈D∗

𝑘
,𝑖< 𝑗

min
(
x𝑘𝑗 − ŷ 𝑗 , ŷ𝑖 − x𝑘𝑖

)
Figure 1 – Notre algorithme – le choix du donneur 𝑗∗, receveur
𝑖∗ et de la quantité 𝑡∗ pour le transfert à l’étape 𝑘 .

3.5 Aspects computationnels

Ainsi, étant donné une paire comparative (x, y), il est
équivalent de (i) décider si elle est obtenue pour toute rela-
tion de préférence vérifiant (t), (s) et (r) ; (ii) chercher pour
une preuve déductive utilisant la règle T avec les prémisses
issues de S et T ; (iii) résoudre le problème de trouver une
explication ; ou (iv) ordonner - sommer - comparer à l’aide
de la représentation numérique de L∗. Évidemment, la der-
nière est la plus facile d’un point de vue computationnel.
En effet, nous prouvons que le problème de trouver une
explication d’une taille donnée est difficile.

Théorème 2 (Difficulté de trouver des explications courtes).
Étant donné (x, y) ∈ L∗ et un entier positif 𝑘 , décider s’il
existe une T -ATX de taille au plus 𝑘 pour (x, y) est NP-
difficile.

Ébauche de preuve. Réduction depuis le problème de 3-
partition [19]. Soit 𝑆 un ensemble d’entiers t.q. |𝑆 | = 3𝑚,∑
𝑠∈𝑆 𝑠 = 𝑚𝑇 et 𝑇4 < 𝑠 < 𝑇

2 ∀𝑠 ∈ 𝑆, entrée du problème de
3-partition. Nous construisons les alternatives x et y ∈ X̂4𝑚

t.q. (x, y) ∈ L∗, définies par x𝑖 =
∑𝑖−1
𝑗=1 𝑆 𝑗 si 1 ≤ 𝑖 ≤ 3𝑚 et

x𝑖 = 𝑖𝑇 si 3𝑚 < 𝑖 ≤ 4𝑚 et par y𝑖 =
∑𝑖
𝑗=1 𝑆 𝑗 si 1 ≤ 𝑖 ≤ 3𝑚

et y𝑖 = (𝑖 − 1)𝑇 si 3𝑚 < 𝑖 ≤ 4𝑚. □

La difficulté de résolution nous amène à considérer :
— Une formulation en programmation linéaire mixte

(MILP) sous la forme d’un problème de planification
continue 9 dont la solution est l’explication la plus
courte.

— Une heuristique gloutonne, semblable à l’algorithme
HLP [22] sous-jacent au Lemme 1, mais orienté vers
des explications courtes, est décrite par ses choix de
valeurs pour 𝑖∗, 𝑗∗, 𝑡∗ à l’étape 𝑘 dans la figure 1.

Les résultats expérimentaux menés sur des données syn-
thétiques sont donnés dans la table 1. Pour un nombre donné
𝑛 d’agents, un ensemble de 10 alternatives est échantillonné
de X𝑛 := [1000]𝑛 t.q. la richesse totale de chaque alterna-
tive soit égale à 200𝑛. Les résultats données, obtenus sur un
ordinateur portable standard, sont moyennés sur 10 répéti-
tions indépendantes. La table 1 montre que notre heuristique
est très rapide et plutôt proche de l’optimum. Les résultats

9. L’espace d’états est X̂𝑛, les états initial, objectif et actuels sont
respectivement x̂, ŷ et x𝑘 , et les actions sont les vérités premières.

suggèrent que la taille optimale croît selon 0.6𝑛, tandis que
notre heuristique croît selon 0.7𝑛.

3.6 Le cas de la dominance de Lorenz généralisée

La machinerie que nous avons construit ne permet pas
de comparer des populations qui ont une richesse totale
différente. Pour cette raison, les économistes ont proposé
de considérer les dons comme désirables.

Propriété (m). R est monotone quand R ⊇ G.

Cette propriété est une sorte de garantie d’efficacité :
dépenser le surplus est préférable à ne pas le dépenser 10

Sémantique et représentation. Nous pouvons observer
que L vérifie (m) (alors que L∗ non), ainsi l’ensemble
𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) contenant toutes les relations binaires réflexives
satisfaisant conjointement (t), (s), (r) et (m) est non vide.
Soit P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) l’intersection de toutes les relations de
𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) , qui est le plus petit élément de𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) , comme
la monotonie est aussi stable par intersection. 𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚)est
un sous-ensemble (strict) de𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) , ainsi P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) raffine
P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ) : ajouter une nouvelle propriété réduit le spectre
de mondes possibles et réduit la possibilité de trouver un
contre-argument à une préférence, permettant donc d’aug-
menter le nombre de décision sceptiques.

Déduction. Prendre en compte (m) dans le système dé-
ductif est simple : il suffit de considérer les dons G comme
vérités premières, en plus des réarrangementsS et des trans-
fertsT . La clôture déductive par T est notée 𝑐𝑙𝑇 (S∪T∪G).

Explications. Nous gardons la structure des explications
anonymes et transitives, et augmentons leur pouvoir expres-
sif en ajoutant les éléments de l’ensemble G des dons en
plus des transferts redistributifs de l’ensemble T .

Résultats structurels. Comme la dominance de Lorenz
généralisée L appartient à 𝔓(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) , elle raffine P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) .
𝑐𝑙𝑇 (S∪T∪G) est clairement correct et complet par rapport
à P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) . Les (T ∪G)-ATX sont correctes by design vis
à vis de 𝑐𝑙𝑇 (S ∪ T ∪ G). Cette inclusion des relations de
préférences se réduit grâce au résultat suivant.

Lemme 2 (Chong, 1976). L ⊆ ⋃𝑛+1
ℓ=1 E(T ∪ G-ATXℓ)

Ébauche de preuve. Il suffit d’appliquer un don en première
ou en dernière position, de manière à avoir x1 et y avec le
même revenu total, et ensuite de chercher une séquence de
transferts redistributifs de x1 vers y via le Lemme 1. □

Théorème 3 (Explicabilité de la dominance de Lorenz gé-
néralisée).⋃𝑛+1
ℓ=1 E(T ∪G-ATXℓ) = 𝑐𝑙𝑇 (S ∪T ∪G) = P(𝑡 ,𝑠,𝑟 ,𝑚) = L
10. Dans certains contextes, cette notion est connue pour être aux anti-

podes de l’équité [12].



Long. Moy. % d’égal./vict./déf. entre les longueurs des méthodes Temps Moy. (s) Time-out
n ♢ □ △∗ ♢ = □ ♢ < □ ♢ > □ □ = △∗ □ > △∗ ♢ □ △ △ %
5 3.93 3.92 3.92 99 0 1 100 0 10−3 10−3 .15 0
10 8.36 8.21 8.05 83 1 16 59 41 10−3 10−3 16.65 1.4
20 14.65 13.81 13.71 34 0 66 90 10 10−3 10−3 139.71 89
50 26.79 24.98 24.98 12 2 86 100 0 10−3 10−3 150 100

♢ Algorithme HLP □ Notre algorithme △ Optimum
* la valeur de l’heuristique est choisie comme référence si le temps de calcul de l’optimum a dépassé le timeout (150s par explication).

Table 1 – Comparaison entre notre heuristique et l’algorithme HLP pour L*

Aspects computationnels. Du point de vue théorique,
le problème de trouver des explications courtes pour la
dominance de Lorenz généralisée est au moins aussi dur
que pour la dominance restreinte. Curieusement, du point
de vue algorithmique, l’heuristique découlant du Lemme
2, c.-à-d. systématiquement se réduire au problème avec
un revenu total égal par un don initial (ou final) est sous-
optimal, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3. Prenons les alternatives d̂ et ĉ de l’exemple 1.
Calculer leurs cumulées montre que (d, c) ∈ L. L’explica-
tion la plus courte supportant (d, c) est de taille 3 :

d̂ 𝜏12
4→3 (6 17 30 76 96) G (8 23 34 76 96) 𝜏14

5→1 ĉ

Elle est strictement plus courte que toutes les explications
plaçant le don en première ou dernière position.

4 Expliquer les décisions des OWA équitables
et robustes

Bien qu’étant des relations de préférences équitables fon-
damentales, les dominances de Lorenz restent très indé-
cises. Dans une situation de prise de décision [13] nous
avons besoin d’une structure de préférences plus résolue,
par exemple pour faire un choix (sélectionner une alterna-
tive favorite) ou donner un classement des alternatives.

De plus, la dominance de Lorenz est par définition non
paramétrée, mais il peut être utile de considérer des raffine-
ment paramétrés, capturant des motifs de préférences plus
spécifiques tout en permettant des explications simples. En-
suite, nous allons complémenter les principes normatives
avec de l’information préférentielle, permettant à la fois de
restreindre l’ensemble des mondes possibles et d’augmen-
ter la base du raisonnement et des explications.

4.1 Préférences basées sur un ensemble d’OWA

Les préférences représentées par la fonction de score
nommée Ordered weighted averaging proviennent de [38]
dans le contexte des indices d’inégalité et de [39] dans le
contexte de la décision multi-critères. L’OWA est paramé-
trisée par un 𝑛-uplet 𝝎 et associe à l’alternative x au score∑
𝑖∈[𝑛] 𝝎𝑖 x̂𝑖 , qui est une somme pondérée ordonnée.

Le même modèle est parfois appelé generalized Gini in-
dex (GGI), comme une valeur spécifique du paramètre 𝝎
produit l’indice de Gini. Nous donnons une définition ba-
sée sur la structure de préférence plutôt que sur le score,
qui représente intrinsèquement l’inférence sceptique sur un
ensemble Ω de valeurs du paramètre qui représente l’infor-
mation préférentielle incomplète.

Définition 6 (Préférences basées sur les OWA robustes).
Soit Ω un sous-ensemble non vide de la sphère unité 𝐿1 11

de R𝑛 et soit OwaΩ la relation binaire définie par (x, y) ∈
OwaΩ ssi

∑
𝑖∈[𝑛] 𝝎𝑖 x̂𝑖 ≤

∑
𝑖∈[𝑛] 𝝎𝑖 ŷ𝑖 pour tout 𝝎 ∈ Ω.

4.2 Propriétés des préférences basées sur les OWA

Nous observons que Owa{𝝎} est :
— réflexive, transitive et symétrique qu’importe 𝝎 ;
— monotone quand toutes les valeurs de 𝝎 sont non

négative, reflétant l’attrait de tous les critères ;
— redistributive quand les valeurs de 𝝎 sont décrois-

santes : les agents les moins satisfaits sont plus im-
portants ;

Soit 12 Ω∅ l’ensemble de tous les 𝑛-uplets non-négatifs, dé-
croissants, non-nuls de la sphère unité de R𝑛.

Lemme 3 (Argyris et al. 2022). L = OwaΩ∅

De plus, plusieurs caractérisations des préférences basées
sur des OWA ont été proposées (par exemple [38, 6, 32]).
Elles diffèrent légèrement, mais elles requièrent toutes que
la relation soit décisive et continue d’une certaine façon
pour assurer qu’elle soit représentée par une fonction de va-
leur réelles, et impose une condition pour assurer que cette
fonction est additive sur l’ensemble X̂𝑛. Nous détaillons les
résultats obtenus par Ben-Porath et Gilboa.

Propriété (d). R est décisive quand pour toutes alternatives
x, y, (x, y) ou (y, x) (ou les deux, où dans ce cas x et y sont
considérées aussi désirable l’un que l’autre) appartiennent
à R.

11. Cette condition assure la non trivialité des préférences (vu que le
paramètre nul correspond à l’indifférence totale) et la non redondance des
paramètres (comme une transformation linéaire des paramètres induit la
même relation), tandis que le choix de la norme 𝐿1 assure la calculabilité.

12. Cette notation est consistante avec la Def. 8.



OwaΩ est décisive ssi Ω est un singleton.

Propriété (c). R est continue quand, pour toute alternative
z, les ensembles {x : (x, z) ∈ R} et {y : (z, y) ∈ R} sont
fermés.

Propriété (i). R est invariante (par rapport aux dons
préservant l’ordre social) quand, pour toutes alternatives
x, x′, y, y′, s’il existe un agent 𝑖 ∈ [𝑛] et 𝑡 ∈ R t.q. x̂′ = x̂+𝑡e𝑖
et ŷ′ = ŷ + 𝑡e𝑖 , alors (x̂, ŷ) ∈ R ⇐⇒ (x̂′, ŷ′) ∈ R.

En conjonction à (t), la propriété (i) induit une propriété
clé des relations linéaires : la capacité de raisonner ceteris
paribus– c.-à-d. toutes choses étant égales par ailleurs. La
préférence de y sur x dépend uniquement de l’acceptabilité
du compromis y−x, peu importe qu’il modifie x ou un autre
x′ ∈ X̂𝑛 (tant que y′ := x′ + (y − x) appartient à X̂𝑛).

Définition 7 (Équivalence ceteris paribus). Deux paires
comparatives (x, y) et (x′, y′) sont équivalentes ceteris pa-
ribus quand les alternatives x, x′, y, y′, appartiennent à X̂𝑛

et les vecteurs x−y et x′−y′ sont égaux. Dans ce cas, (x, y)
et (x′, y′) représentent le même compromis.

Quand une relation de préférence R vérifie (t) et (i), elle
est compatible à l’équivalence ceteris paribus, dans le sens
où deux paires équivalentes sont soit toutes les deux dans
R, soit aucune. Ainsi, R peut être définie par l’ensemble
des compromis acceptables 𝑡𝑜(R) := {x̂ − ŷ, (x̂, ŷ) ∈ R}.

Lemme 4 (Ben-Porath et Gilboa, 1995). Une relation bi-
naire réflexive R satisfait (t), (s), (r), (m), (d), (c) et (i) ssi
il existe un 𝑛-uplet 𝝎 de réels non négatifs et décroissants
tel que R = Owa{𝝎} .

C’est un théorème de représentation très puissant, ce-
pendant ses propriétés sont contradictoire vis à vis de notre
programme de représenter le raisonnement sous-jacent par
des règles déductives.

4.3 Au-delà de la décisivité

La propriété (d) est peu satisfaisante pour deux raisons.
D’un point de vue raisonnement, elle équivaut à introduire
la règle du tiers exclus dans notre système formel, ce qui
permet d’introduire les preuves par réfutation 13 qui sont un
outil puissant de déduction. Cependant, cela ne s’aligne pas
avec notre besoin d’explications intelligibles, qui semble
mieux correspondre à la logique intuitionniste. Du point de
vue de la représentation de préférences, être décisif entre
en conflit avec le besoin de capturer une information né-
cessairement incomplète. Un bon indicateur de la fragilité
des décisions prises sous cette condition est que cette pro-
priété est la seule dans cet article à ne pas être stable par
intersection. Afin de proposer graduellement une transition

13. En effet, pour prouver que y est préférée à x, il suffit de prouver que
x ne peut pas être préféré à y.

entre la dominance de Lorenz généralisée (obtenue quand
Ω = Ω∅) et une relation décisive (obtenue quand Ω est un
singleton), nous adoptons le paradigme de l’apprentissage
robuste des préférences [21, 20]. Supposons que l’on ait ac-
cès à de l’information préférentielle I sous la forme d’une
relation binaire sur des alternatives, c.-à-d. un ensemble de
référence de paires comparatives qui doivent être vérifiées
par la relation de préférences recherchée.

Propriété (piI). Avec I une relation binaire sur des alter-
natives, R est compatible avec l’information préférentielle
I quand R ⊇ I.

Du point de vue de la déduction, la compatibilité avec
l’information préférentielle est obtenue naturellement en
considérant les paires de I comme évidentes. Du point de
vue de la représentation numérique, nous devons considérer
l’ensemble ΩI contenant exactement tous les paramètres
tels que OwaΩI est compatible avec I.

Définition 8 (ensemble des paramètres compatibles). Avec
I une relation binaire sur des alternatives, soit ΩI l’en-
semble de tous les 𝑛-uplets 𝝎 non-négatifs, décroissants,
non-nuls de la sphère unité de R𝑛 t.q. Owa{𝝎} ⊇ I. Quand
ΩI ≠ ∅, I est dite consistante (avec l’OWA équitable).

L’inférence sceptique est souvent confronté à des pro-
blèmes computationnels [18], mais dans notre cas elle reste
polynomiale, vu que l’OWA est linéaire par rapport à 𝝎.

Lemme 5 (inspiré par [21]). Étant donné une relation bi-
naire sur des alternatives I, l’ensemble ΩI est le polytope
de R𝑛 défini par les contraintes linéaires sur la variable
𝝎 : 𝝎𝑖 ≥ 0 pour tout 𝑖 ∈ [𝑛] ; 𝝎𝑖 − 𝝎𝑖+1 ≥ 0 pour tout
𝑖 ∈ [𝑛 − 1] ;

∑
𝑖∈[𝑛] 𝝎𝑖 = 1 et

∑
𝑖∈[𝑛] (b̂𝑖 − â𝑖)𝝎𝑖 ≥ 0 pour

tout (a, b) ∈ I. De plus, vérifier si I est consistante, ou si
une paire comparative est dans OwaΩI se réduit à un pro-
blème d’optimisation linéaire soluble en temps polynomial.

Exemple 4. Considérons l’information préférentielle (b, d)
donnée par l’autorité centrale dans l’exemple 1. Le score
d’OWA paramétré par 𝝎 ∈ ΩI donné à l’alternative d
doit être plus quand que celui donné à b. Ainsi d̂ · 𝝎 ≥
b̂ · 𝝎, ou de manière équivalente (d̂ − b̂) · 𝝎 ≥ 0. Cette
contrainte peut être interprétée comme le trade-off (d̂−b̂) =
(+4,−8,−10, +4,−2) étant désirable.

4.4 Caractérisation des préférences d’un OWA robuste

Notre prochain objectif est de caractériser la structure
de préférences induite par l’ensemble d’OWA à l’aide de
propriétés actionables amenant à un moteur explicatif cor-
rect et complet. Nous aimerions garder (t), (s), (r), (m) et
(i), mais retirer (d), (c). Nous avons déjà commenté (d),
que nous souhaiterions remplacer par (piI), et bien que (c)
soit un outil mathématique fantastique, elle est inutilisable
du point de vue cognitif. Elle permet de prendre la limite



à gauche et à droite dans une séquence de paires compa-
ratives mais comment définir de telles séquences, vérifier
leur convergence et calculer leur limites. Il sera difficile
pour un non-expert de comprendre et de commenter une
telle propriété.

Cependant, comme nous le verrons plus tard, (t), (s), (r),
(m), (c), (i) et (piI) ne sont pas suffisantes pour caracté-
riser les OWA équitables et robustes. C’est pourquoi nous
introduisons une nouvelle notion, proche de celle de l’équi-
valence ceteris paribus, mais nettement plus puissante.

En partant de l’équivalence ceteris paribus, nous sou-
haitons incorporer la symétrie et relâcher l’égalité entre
les compromis par l’existence d’un lien non négatif, nous
amenant à la propriété plus forte suivante

Définition 9 (congruence entre paires comparatives). Deux
paires comparatives (x, y) et (x′, y′) sont congruentes
quand x̂ − ŷ et x̂′ − ŷ′ sont non-négativement liées 14. Dans
ce cas, nous écrivons (x, y) ≡ (x′, y′).

Propriété (cc). R est compatible avec la congruence quand,
pour toutes alternatives x, x′, y, y′, si (x, y) ≡ (x′, y′) alors
(x, y) ∈ R ⇐⇒ (x′, y′) ∈ R.

Il est à noter que la propriété (cc) implique (i) et (s). Cela
joue un rôle important dans la caractérisation des OWA dé-
cisifs 15. Nous pouvons maintenant nous demander si cette
nouvelle structure des compromis acceptables peut être dé-
rivée, ou est une conséquence logique, des propriétés (t),
(s), (r), (m), (c), (i) et (piI). La réponse à ces questions est
non.

Théorème 4. QuandΩI n’est pas un singleton, la propriété
(cc) ne peut être déduite de (t), (s), (r), (m), (c), (i) et (piI).

Contre-exemple. Soit Γ := {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ R3 vérifiant
(1) 3𝑧1 + 2𝑧2 + 𝑧3 ≥ 3 ou (2) 𝑧1 ≥ 0 et 𝑧1 + 𝑧2 ≥ 0 et
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 ≥ 0}, et R la relation binaire sur R3 définie
par (x, y) ∈ R ssi ŷ − x̂ ∈ Γ. R satisfait (i) et (s) par
construction. Elle est continue car l’ensemble Γ de com-
promis acceptables est fermé (comme l’union de l’inter-
section de préimages d’ensembles fermés par des fonctions
continues). Elle est transitive car Γ est stable par rapport à
l’addition (la somme de deux vecteurs vérifiant (1) ou (2)
vérifient respectivement (1) or (2), et la somme d’un véri-
fiant (1) et de l’autre (2) vérifie (2)). (r) et (m) sont obtenues
par la condition (2). Cependant, bien que le compromis
𝑡1 := (2,−4, 6) est acceptable (correspondant par exemple
à la paire comparative (0, 8, 10) contre (2, 4, 16)), le com-
promis 1

2 𝑡1 = (1,−2, 3) ne l’est pas (alors qu’il correspond
par exemple à la paire (3, 8, 9) contre (4, 6, 12)). □

14. c.-à-.d au moins un des vecteurs est nul, ou il existe 𝜆 > 0 t.q.
(x̂ − ŷ) = 𝜆(x̂′ − ŷ′ ) .

15. Une étape importante de la preuve établie l’équation quand le co-
efficient 𝜆 est l’inverse d’un entier positif, en raisonnant par transitivité et
le tiers exclus.

Comme corollaire 16, les propriétés (t), (s), (r), (m), (c),
(i) et (piI) ne sont pas suffisantes pour caractériser les
préférences d’OWA robuste OwaΩI . Nous introduisons une
nouvelle règle d’inférence

Règle CC :
(a, b), (c, d) ≡ (a, b)

(compatibilité à la congruence)
(c, d)

correspondant à la propriété (cc). Nous pouvons donc in-
troduire notre résultat principal.

Théorème 5. Pour toute information préférentielle I
consistante avec l’OWA :

𝑐𝑙𝑇,𝐶𝐶 (T ∪ G ∪ I) = P(𝑡 ,𝑟 ,𝑚,𝑐𝑐, 𝑝𝑖I ) = OwaΩI

Le théorème 5 caractérise sémantiquement et déducti-
vement les préférences basées sur un OWA équitable et
robuste : OwaΩI est la seule relation binaire réflexive sa-
tisfaisant (t), (s), (r), (m), (cc) et (piI) ; de plus x est
moins préféré que y selon cette relation si, et seulement
si, il existe une preuve établissant cette préférence en uti-
lisant uniquement les règles déductives T et CC et les
vérités de T , G ou I. Comme décrit en section 3 dans
le cas de la dominance de Lorenz, la chaîne d’inclusions
de la gauche vers la droite dénote la correction, c.-à-d.
𝑐𝑙𝑇,𝐶𝐶 (T ∪ G ∪ I) ⊆ P(𝑡 ,𝑟 ,𝑚,𝑐𝑐, 𝑝𝑖I ) ⊆ OwaΩI est struc-
turellement valide car les propriétés mises en avant cor-
respondent à celles de l’OWA robuste et des règles. Nous
allons maintenant concevoir un moteur explicatif implé-
mentant une restriction de 𝑐𝑙𝑇,𝐶𝐶 (T ∪ G ∪ I) et complet
par rapport àOwaΩI , ce qui cloturera la preuve du théorème
5.

4.5 Moteurs explicatifs

L’exemple 1 illustrait le cas d’une paire comparative ex-
pliquée par une ATX basée sur les vérités premières de S,
G, T et de 𝑐𝑙𝐶𝐶 (I) –les compromis qui sont congruents à
un de ceux présents dans l’information préférentielle– mais
ce moteur explicatif n’est peut être pas complet par rapport
à OwaΩI , et est clairement difficilement traitable computa-
tionnellement car la contrainte de rester dans X̂𝑛 est difficile
à satisfaire, surtout quand les deux alternatives comparées
sont proches du bord.

Nous proposons donc de relâcher le besoin de chercher
un chemin de x̂ vers ŷ en la recherche d’un chemin de x′
vers y′ avec (x′, y′) congruent à (x, y).
Définition 10 (Moteur CTX). Soit R une relation binaire
sur X̂𝑛. Une explication congruente et transitive basée sur
les vérités dans R de longueur ℓ (R-CTXℓ) est une paire
(𝑠, 𝑐) où le support 𝑠 est un ℓ-uplet de paires comparatives
𝑠 = ((x1, y1), . . . , (xℓ , yℓ)) ∈ 𝑐𝑙𝐶𝐶 (R)ℓ et l’affirmation 𝑐

est une paire comparative 𝑐 = (x, y) vérifiant (x1, yℓ) ≡
(x, y) et, pour tout entier 𝑘 entre 2 et ℓ, x𝑘 = y𝑘−1.

16. Le contre-exemple se focalise sur la famille de compromis { 𝛿 :
𝝎 · 𝛿 ≥ 𝐾 }, avec 𝝎 = (3, 2, 1) , mais peut être modifié pour incorporer
toute information préférentielle consistante mais non décisive.



Comme elles n’utilisent que des règles déductives et des
vérités premières, il est clair que les CTX sont correctes par
rapport aux règles déductives T et CC. Nous établissons un
autre résultat principal, la complétude du moteur à l’aide
d’une preuve constructive qui peut être appliquée par un
algorithme efficace. Il conclut la preuve du théorème 5
(l’inclusion dans l’autre sens est obtenue via la correction).

Théorème 6. OwaΩI ⊆ ⋃𝑛+|I |
ℓ=1 E(T ∪ G ∪ I-CTXℓ)

Démonstration. Soit (x, y) ∈ OwaΩI . Par le lemme de Far-
kas appliqué au programme linéaire du Lemme 5, il existe
des coefficients non-négatifs ⟨𝜆∗(a,b)⟩(a,b) ∈I , ⟨𝜇∗

𝑖
⟩𝑖∈[𝑛] et

⟨𝜈∗
𝑖, 𝑗
⟩1≤𝑖< 𝑗≤𝑛 t.q.

ŷ − x̂ =
∑︁

(a,b) ∈I
𝜆∗(a,b) (b̂ − â) +

∑︁
𝑖∈[𝑛]

𝜇∗𝑖 e
𝑖 +

∑︁
𝑖< 𝑗

𝜈∗𝑖, 𝑗 (e𝑖 − e 𝑗 )

Cette équation décompose additivement le compromis cor-
respondant à la paire comparative en 3 termes, chacun
étant la somme de compromis correspondant aux véri-
tés premières de 𝑐𝑙𝐶𝐶 (I), G et T . Pour chaque agent 𝑖,
nous séparons cette équation en deux parties, une conte-
nant la somme des valeurs positives Δ+

𝑖
et l’autre des va-

leurs négatives Δ−
𝑖

, t.q. ŷ𝑖 − x̂𝑖 = Δ+
𝑖
+ Δ−

𝑖
. Si nous dé-

finissons x̂′ et ŷ′ t.q. ∀𝑖 ∈ [𝑛] : x̂′
𝑖
= x̂𝑖 +

∑𝑖
𝑗=1 Δ

+
𝑗−1 −∑𝑖

𝑗=1 Δ
−
𝑗

et ŷ′
𝑖
= ŷ𝑖 +

∑𝑖
𝑗=1 Δ

+
𝑗−1 −

∑𝑖
𝑗=1 Δ

−
𝑗
, nous avons (i)

ŷ𝑖 − x̂𝑖 = ŷ′
𝑖
− x̂′

𝑖
, donc (x, y) et (x′, y′) sont congruents ; et

(ii) ∀𝑖 ∈ [𝑛] x̂′
𝑖
− x̂′

𝑖−1 ≥ Δ+
𝑖−1 −Δ−

𝑖
, ainsi la séparation entre

les critères permet x̂′
𝑖−1 d’être augmenté et x̂′

𝑖
d’être réduit

par les compromis donnés par le certificat de Farkas tout en
vérifiant x̂′

𝑖−1 ≤ x̂′
𝑖
. Ainsi il est possible d’appliquer dans

n’importe quel ordre les compromis de T , G et 𝑐𝑙𝐶𝐶 (I)
décrits par ⟨𝜆∗(a,b)⟩(a,b) ∈I , ⟨𝜇∗

𝑖
⟩𝑖∈[𝑛] et ⟨𝜈∗

𝑖, 𝑗
⟩1≤𝑖< 𝑗≤𝑛 pour

construire la chaîne transitive entre x′ et y′. Il en résulte que
l’on peut toujours trouver une (T ∪ G ∪ I)-CTX de taille
au plus |I | + 𝑛 en temps polynomial. □

L’utilisation d’un certificat d’infaisabilité pour obtenir
une explication peut aussi être trouvé dans [23, 3]. Obtenir
ce certificat avec les résultats de la dualité forte (ici, le
lemme de Farkas) peut aussi être trouvé dans [25, 4, 5].

Exemple 5. Nous proposons de calculer une CTX, tel
qu’expliqué dans la preuve du Théorème 6 pour la paire
comparative (a, c), avec ĉ = (22 23 34 76 82) et â =

(16 31 51 70 83). Le certificat de Farkas obtenu est :
𝜆∗(b,d) = 1.5, 𝜇∗ = (0 0 2 0 2) et un unique transfert
redistributif 𝜈∗3,2 = 4. Nous pouvons nous assurer de sa
validité en calculant ĉ − â = (+6,−8,−17, +6,−1) = 1.5 ∗
(+4,−8,−10, +4,−2) + (0, 0, +2, 0, +2) + (0, +4,−4, 0, 0).
Nous générons les alternatives x′ et y′ comme décrit dans
la preuve. Pour l’agent 1, nous avons Δ+

1 = 6 et Δ−
1 = 0,

ainsi y′1 = ĉ1 − Δ−
1 = ĉ1 = 22 et x′1 = â1 − Δ−

1 = â1 = 16.
Pour l’agent 2, nous avons Δ+

2 = 4 (du transfert redis-
tributif) et Δ−

2 = −12 (issu de la I-congruence), ainsi

y′2 = ĉ2 + Δ+
1 − Δ−

2 − Δ−
1 = 23 + 6 − (−12) = 41 et

x′2 = â2 + Δ+
1 − Δ−

2 − Δ−
1 = 31 + 6 − (−12) = 49. Pour

l’agent agent 3, nous avons Δ+
3 = −15− 4 = −19 (du trans-

fert redistributif et de la I-congruence) et Δ−
3 = 20 (du

don), ainsi y′3 = ĉ3 +Δ+
2 +Δ

+
1 −Δ−

3 −Δ−
2 −Δ−

1 = 34+4+6−
(−19) − (−12) = 75 et x′3 = â3 +Δ+

2 +Δ
+
1 −Δ−

3 −Δ−
2 −Δ−

1 =

51 + 4 + 6− (−19) − (−12) = 92. Nous continuons pour les
agents 4 et 5 et obtenons ainsi y′ = (22 41 75 119 134) et
x′ = (16 49 92 113 135). Nous avons bien y′ − x′ = ĉ − â,
donc les deux paires sont congruentes, nous pouvons donc
construire la CTX de longueur 3 à partir de la chaîne
d’alternatives (x1, x2, x3, x4) avec x1 := x′ et x4 := y′.
Toutes les permutations du transfert redistributif, du don
et de la PI-congruence sont possibles, si nous optons pour
cet ordre-ci nous avons x2 := (16 53 88 113 135) and
x3 := (22 41 75 119 134).

Nous pouvons nous demander si une ATX, plutôt qu’une
CTX, peut être trouvée pour expliquer une affirmation ap-
partenant à OwaΩI . C’est en effet possible sous certaines
conditions. Soit F := {z ∈ X̂𝑛 : ∃𝑖 z𝑖 = 0 ou ∃ 𝑗 ≠ 𝑖

z𝑖 = z 𝑗 }. F est la frontière de X̂𝑛.

Théorème 7. Soit I une relation binaire sur des alterna-
tives consistante avec l’OWA et (x, y) ∈ OwaΩI . Si :

i. aucune alternative x ou y n’appartient à F ; ou
ii. sup𝝎∈ΩI 𝝎 · (ŷ − x̂) > 0

alors il existe une [T ∪ G ∪ 𝑐𝑙𝐶𝐶 (I)]-ATX supportant la
conclusion (x, y).

Cependant, notre preuve réside sur la construction d’une
ATX de taille non bornée. Nous supposons donc l’existence
de paires comparatives qui ne sont pas explicables par une
ATX.

5 Conclusion et perspectives

Nous avons définis un moteur explicatif correct et com-
plet pour les OWA robustes en utilisant un modèle logique
formel. Nous ne sommes pas les premiers à suivre une telle
approche, analogue à celle initiée par [15] et étendues par
[33, 10, 30, 11]. Nous nous assurons que nos explications
sont narrativement et cognitivement acceptables en évitant
l’utilisation de propriétés purement techniques (comme la
continuité), sous la forme d’une explication étape-par-étape,
enchaînant les arguments, de taille bornée [9].

Nous pensons que nos résultats comblent une importante
lacune : les OWA sont souvent utilisées pour des problèmes
d’équités en optimisation combinatoire [31, 26], choix so-
cial computationnel [2, 27], apprentissage de préférences
ou par renforcement [14, 17], il est raisonnable de penser
que, quand l’équité est un aspect important, nous souhai-
tons aussi pouvoir examiner les décisions obtenues et éviter
autant que faire se peut les biais non contrôlés ou les insta-
bilités dues au choix de paramètres spécifiques. En donnant



des explications prouvablement correctes et lisibles nous
pallions ce besoin. Nos explications peuvent ainsi permettre
l’évaluation de la régularité de la procédure et l’adéquation
des décisions algorithmiques, ou même le recours [24, 16].

Du point de vue IA de confiance, la prochaine évolu-
tion serait de soumettre les explications à l’approbation
des propriétés sous-jacentes, avec des questions critiques
[37] comme “est-ce raisonnable d’être symétrique? (c’est
l’anniversaire de Charlie)” ou “est-on sûrs que les utilités
s’expriment sur une échelle commune?”. Cela requerrait
d’intégrer le moteur explicatif dans un agent dialectique
capable de raisonnements non monotones. Du point de vue
théorie de la décision, la prochaine étape serait de transférer
notre approche à des modèles plus complexes comme l’in-
tégrale de Choquet, requérant un gros travail axiomatique.
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